
Глава 7. Примеры  расчета спектров и аппроксимации  коротких сигналов


В этой главе изложены результаты расчета спектров сигналов различными способами. В качестве входных сигналов использованы несколько функций, а также отрезки случайных процессов. Функции задавались на ограниченном временном интервале, то есть как короткие процессы. Были рассчитаны их спектры на основе представления интегралом Фурье, разложения в ряд Фурье, ДПФ, методом Прони, а также с использованием нового спектра КСО. Проиллюстрированы положительные и отрицательные свойства различных способов построения спектра. Проведено сравнение рассчитанных спектров по различным показателям. 


7.1. Алгоритмы и результаты расчета спектра  колокольного сигнала

7.1.1. Формирование исходного сигнала
Для иллюстрации расчета спектра КСО в качестве первого примера отрезка процесса рассмотрим экспоненциальную функцию



[image: image1.wmf]2

5

0

t

e

t

x

.

)

(

-

=

,   где 
[image: image2.wmf]2

2

T

t

t

£

£

-

.
(7.1)

Чтобы расположить ее в интервале 
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Проведем дискретизацию функции, задав 
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 - число ее отсчетов. Для такого случая 
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. Тогда функция преобразуется в последовательность значений:
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Если считать, что число 
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 чётное, то максимальное значение функции будет равно 
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 и минимальное 
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 для сохранения равенства 
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 следует взять последовательность
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Тогда
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В этом случае функция также будет симметричной относительно максимума.

В общем случае для чётного и нечётного 
[image: image23.wmf]N

 можно использовать единое выражение для отсчетов функции:
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 обозначает целую часть числа 
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7.1.2. Расчет  спектра с использованием интеграла Фурье

Если спектр функции (7.2) определять на основе интеграла Фурье, то получим его составляющие, вычисляя интегралы
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Восстановленная по ним функция (обратное преобразование Фурье) будет иметь вид интегрального разложения по гармоникам спектра
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Полагаем, что гармоники располагаются только на правой (положительной) половине оси частот.

Для возможности сравнения в одной и той же размерности параметров (7.6) со спектром КСО и восстановленной по КСО функции с (7.7), а также для ограничения объема вычислений, заменим интегралы их приближениями на основе рядов Фурье с конечным количеством членов. Вначале зададим количество отсчётов 
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Далее зададим количество первых гармоник 
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, которые будут представлять спектр исходного сигнала и воспроизводимый по нему аппроксимирующий сигнал (обратное преобразовании Фурье) в виде ряда на том же интервале 
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. В этом случае из (7.8) получим набор гармоник с оценочными значениями параметров: 
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Таким образом процесс определения спектра короткого сигнала заключается в следующем. Задаётся число отсчётов 
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 для дискретизации 
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, исходя из точности аппроксимации (7.6) отсчетами (7.8). Далее задаётся количество 
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 первых учитываемых для дальнейшего использования гармоник из их максимального значения 
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Теперь зададим на интервале 
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, которые будут представлять сигнал в дискретном виде на этапе его восстановления по найденным 
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 гармоникам. Временную дискрету можно взять другую 
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Заменяя 
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Если взять 
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можно рассчитать среднеквадратическую ошибку представления процесса 
[image: image62.wmf])

(

t

x

 (7.2), дискретизованного на 
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 отсчетов, суммой 
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 первых  гармоник дискретного спектра Фурье.


7.1.3. Расчет спектра с использованием  ряда Фурье
Если использовать ряд Фурье для расчета спектра (2.5) сигнала, то он будет определяться гармониками с параметрами
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Восстановленный по ним процесс будет представляться в виде бесконечного ряда
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Для наших целей, заменив 
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 и интегралы на приближённые суммы, получим значения параметров, пропорциональные (7.9)
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Здесь 
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 количество отсчетов сигнала на интервале 
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Воспроизводить короткий сигнал будем по усеченной формуле (7.13) также в виде дискретной последовательности. Для этого выберем количество требуемых отсчетов 
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 первых гармонических составляющих (7.14). Заменив непрерывные величины их дискретными отсчетами получим
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где  
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Таким образом, для расчёта спектра сигнала вначале задаётся число отсчётов 
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 для дискретизации сигнала, исходя из точности приближенного расчета интегралов (7.12). Далее выбирается количество первых гармоник 
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, которые будут представлять аппроксимирующий процесс. Затем рассчитывается спектр (7.14). Для воспроизведения сигнала по спектру задается число отсчетов 
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Следует иметь в виду, что при конечном числе 
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 учитываемых гармоник явление Гиббса (см. п.2.2) будет иметь более выраженный характер, чем при бесконечном. Значение (7.15) будет отличаться от 
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7.1.4. Расчет  спектра с использованием  ДПФ

В этом случае для определения спектра также проведем дискретизацию отрезка процесса (7.2) на четное число 
[image: image91.wmf]N

 отсчетов (для нечетного получаемые результаты будут аналогичные). В итоге сформируется последовательность значений (7.3).

Тогда усеченное до 
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 гармоник прямое ДПФ будет иметь вид
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где 
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Восстановленный по 
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 гармоникам процесс, то есть обратное БПФ (усеченное), будет являться последовательностью
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Связь между относительной и круговой частотами следующая: 
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Таким образом, для проведения аппроксимации сигнала по описанному методу необходимо вначале выбрать количество первых начальных гармоник 
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 спектра ДПФ из их общего количества 
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, которые в дальнейшем будут представлять восстановленный сигнал. Далее надо рассчитать параметры его гармоник (7.17). И наконец следует рассчитать 
[image: image101.wmf]N

 отсчетов восстановленного сигнала по (7.18). После чего по (7.11) можно оценить точность восстановления сигнала при заданных значениях 
[image: image102.wmf]T
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7.1.5. Результаты расчета спектра КСО.

Для проведения конкретного расчета спектра КСО сигнала (7.4) было задано 
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 и 
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. Отсчёты сигнала получились следующие
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Расчёты проводились для количества аппроксимирующих гармоник 
[image: image108.wmf]K

 от 2 до 7 и постоянной составляющей (для которой 
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). Расчёт осуществлялся методом, описанным в п.3.3.2 и п.3.3.3. При этом использовался довольно сложный  метод статистических испытаний.
На рис.1 отмечены значения относительных частот 
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 и амплитуд 
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 составляющих гармоник сигнала (7.19), рассчитанные для указанных значений 
[image: image112.wmf]K

. Здесь и на других аналогичных рисунках для наглядности значения амплитуд для каждого 
[image: image113.wmf]K

 соединены линиями и сдвинуты вниз по вертикали относительно друг друга на одну степень 10. На горизонтальной оси с шагом 
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На рис.2 приведено расположение тех же частот спектра в зависимости от числа гармоник 
[image: image118.wmf]K

, заданных при расчёте КСО.
Рисунки отражают закономерную тенденцию смещения рассчитанных частот к началу при увеличении их количества 
[image: image119.wmf]K

. Следует отметить, что значения амплитуд для 
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 не совсем вписываются в общую картину расположения амплитуд на рисунке. Это объясняется тем, что итерационный процесс определения КСО для данного 
[image: image121.wmf]K

 не был доведён до конца во-первых из-за влияния на результаты расчёта ошибок округления. В данном случае среднеквадратичная ошибка аппроксимации процесса 
[image: image122.wmf]d

 достигла величины 
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, что вероятно предел для 
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. Во-вторых, при увеличении 
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 резко увеличивается время проведения расчётов, необходимых для достижения абсолютного минимума ошибки (7.11). Поэтому расчет был прекращен без выполнения всего объема итераций, что не позволило выйти на глобальный минимум величины 
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. По тем же причинам результаты расчетов для 
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 были получены после достижения минимального из группы локальных минимумов вместо глобального. Для остальных значений количества гармоник 
[image: image128.wmf]K

 от 2 до 5 результаты получены после достижения глобального минимума ошибки 
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. Значения ошибок для всех 
[image: image130.wmf]K

 приведены на рис.3 в п.7.1.7.
На рис.4 и рис.5 изображены кривые, восстановленные по рассчитанному спектру КСО и экстраполированные на интервалы 
[image: image131.wmf]]

;

[

T

T

2

-

 и 
[image: image132.wmf]]

;

[

T

T

9

-

 по формуле 



[image: image133.wmf]å

=

+

=

K

k

k

k

k

k

t

p

T

N

B

t

p

T

N

A

t

y

0

2

2

)]

sin(

)

cos(

[

)

(

*

*

p

p

,
(7.21)

полученной из (3.4) с учетом (7.20). Здесь количество гармоник 
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. Для 
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 соответствующая кривая изображена на рис.6. На этих и других аналогичных рисунках сигнал, восстановленный (и совпадающий с исходным) на интервале 
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, заштрихован. Поведение экстраполированной части кривой показывает, что метод КСО определяет показательную функцию (7.19) как колебательный процесс. Однако период колебаний предопределен заданным значением 
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. Он немного меньше последнего. Такой результат несколько неожиданный.

Далее в качестве входного сигнала была взята та же функция (7.2), но на интервале 
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 и затем сдвинутая влево на 
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. То есть была удалена четверть  исходного сигнала. Для дискретного представления (
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 отсчетов) усеченного сигнала был рассчитан спектр КСО для 
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. Глобальный минимум ошибки аппроксимации 
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 достигнут не был, однако ее значение получилось достаточно малым 
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. Результат аппроксимации по КСО и дальнейшей экстраполяции на интервале
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 представлен на рис.7. На рис.8 изображена эта воспроизведенная функция и для сравнения исходный сигнал на меньшем интервале 
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. Для наглядности предварительно значения были подняты на 0.1 и прологарифмированы. Таким образом, преобразование исходного сигнала резко изменило вид экстраполированной кривой, хотя периодичность по-прежнему наблюдается. При этом значение достигнутой ошибки получилось меньшим, чем для не усеченного сигнала, для которого 
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7.1.6. Результаты расчета спектров  с  использованием  ряда Фурье и метода  Прони.

На рис.9 представлены результаты расчета полного спектра ДПФ (7.17) сигнала (7.19) для 
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 в виде амплитуд гармоник, включая гармонику с нулевой частотой. На рис.10 изображена функция, восстановленная (воспроизведенная) по первым 6-ти гармоникам спектра ДПФ сигнала и для сравнения восстановленная по КСО порядка 
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 (из рис.3). Следует еще раз отметить, что правильная экстраполяция функции, восстановленной по 
[image: image150.wmf]K

 гармоникам спектра ДПФ, возможна лишь в случае, если исходный сигнал по своей природе содержит именно эти гармоники.

На рис.11 представлены результаты расчётов спектра того же сигнала по методу Прони по формулам из п.2.5. Отрезок исследуемого сигнала аппроксимировался конечной суммой гармоник 
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 (2.19) без постоянной составляющей. Их амплитуды были рассчитаны для 
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. Отсутствие на рисунке амплитуд некоторых гармоник  объясняется тем, что данный алгоритм не позволил выделить из процесса высокочастотные с малыми значениями амплитуд. Кроме того, некоторые гармоники получились с нереальными значениями относительных частот, выходящими за пределы ожидаемого интервала 
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. Поэтому они также не отображены на рисунке. Полученные результаты подтверждают вывод о том, что данный метод применим лишь в случаях, когда исходный процесс состоит только из совокупности гармоник и шумовой составляющей незначительного уровня. 


7.1.7. Сравнение результатов  расчета спектра  КСО  и  других  спектров

На рис.3 отображены результаты расчета спектра сигнала (7.19) по ряду Фурье, Прони и КСО. В логарифмическом масштабе отмечены значения ошибок 
[image: image154.wmf]d

 представления (аппроксимации) сигнала суммой 
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 гармоник, рассчитанные по формуле (7.11) для 
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. Кривая, соответствующая методу Прони, не отражает стабильное уменьшение ошибки аппроксимации при увеличении числа гармоник. Для некоторых 
[image: image157.wmf]K

 ошибка получилась даже большей, чем для увеличенного числа аппроксимирующих гармоник. Это является следствием особенностей метода, указанных в п.2.5.

Сопоставление результатов для трех случаев  показывает, что метод КСО даёт результаты существенно лучшие, чем другие. При 
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 разница в значениях ошибки аппроксимации 
[image: image159.wmf]d

 значительно увеличивается и достигает нескольких порядков.

Однако существенным недостатком метода расчета КСО, изложенного в настоящей работе, является отсутствие его полного и законченного аналитического алгоритма и поэтому он требует значительное время для проведения расчётов численными методами. В частности, при использовании стандартного метода статистических испытаний требуется проведение большого количества циклов счета, соизмеримых с величиной 
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, где 
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 число гармоник. Поэтому требуется разработка специализированных методов и устройств, позволяющих более эффективно рассчитывать КСО отрезков процесса.


7.2. Результаты расчета спектра КСО  на примере других сигналов

1) Отрезок затухающей синусоиды. 

Здесь в качестве входного сигнала была взята функция 
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изображенная на рис.12 и рис.13.  По ее 
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был рассчитан спектр КСО для количества гармоник 
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. Амплитуды найденных гармоник представлены на рис.14 и, со сдвигом вниз (для наглядности) относительно друг друга на единицу степени 10, на рис.15. Ошибки аппроксимации 
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 для 
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 получились от 1.73(10-1 до 4.88(10-6, что соответствует теоретическим выводам. При этом были достигнуты их глобальные минимумы. Результат восстановления сигнала по КСО для 
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 и его экстраполяции на интервалы 
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 представлен на рис.16 и рис.17. На рис.18 изображен сигнал, восстановленной на интервале 
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 по спектру КСО, рассчитанному для того же сигнала, но при аппроксимации 3-мя гармониками. На этих рисунках периодичность также наблюдается, но слабо выраженная. На рис. 19 для сравнения совмещены графики с рис.5 и рис.17, то есть результат экстраполяции функций, восстановленных по спектрам КСО сигналов 
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2) Многочлены Чебышева.
В этом случае в качестве входных сигналов были рассмотрены 8 многочленов Чебышева первого рода, приведенные на область определения 
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. Смещенные по вертикали на 10, они изображены в логарифмическом масштабе на рис.20. Для 
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 отсчетов дискретного представления этих многочленов были рассчитаны спектры КСО порядка 
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. Ошибки аппроксимации 
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, полученные при расчете спектров для каждой пары значений 
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, отмечены в логарифмическом масштабе точками на рис.21. Последние, соответствующие одному многочлену, для наглядности соединены линиями.
На рис.22 отмечены амплитуды гармоник спектра КСО порядка 
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 многочлена 
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. Из него видно, что амплитуды получились большими, особенно для малых частот, достигая величины 
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. И это при том, что абсолютные значения самих многочленов Чебышева на интервале аппроксимации не превышают величины 1. Такого же порядка имеют амплитуды 1-й и 2-й гармоник для следующих комбинаций степени многочлена и количества использованных гармоник: (5;3), (6;3), (7;4), (8;4), (9;5). Причем в этих сочетаниях гармоники вошли в аппроксимирующую функцию 
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 (7.21) почти в противофазе, что вполне естественно при таких больших амплитудах. Такой необычный результат объясняется свойством спектров КСО и ПСО, описанным в п.5.2.1, и не может быть получен при определении спектра на основе разложений Фурье. 

Факты достижения глобального минимума ошибки для рассчитанных вариантов отображен
Таблица 1
  K
 1
 2
 3
 4
 5

T2(z)
 *
 -




T3(z)
 *
 -
 -



T4(z)
 *
 -
 -
 -


T5(z)
 *
 *
 -
 -
 -

T6(z)
 *
 *
 -
 -
 -

T7(z)
 *
 *
 *
 -
 -

T8(z)
 *
 *
 *
 -
 -

T9(z)
 *
 *
 *
 *
 -


звездочками в таблице 1. Отмечая их малое количество, следует заметить, что задача их достижения для всех вариантов не ставилась по причине ограниченного времени расчета. Кроме того, при указанных соотношениях амплитуд, частот и фаз гармоник не была обеспечена повышенная точность вычислений.
На рис. 23, 24 и 25 для сравнения изображены (в логарифмическом масштабе) на временных интервалах 
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 и функция, восстановленная по его спектру КСО порядка 
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. Предварительно значения были увеличены на 10 в первых двух случаях и на 
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 в третьем. Из них видно, что экстраполяция с достаточной точностью имеет место на интервале в 6 раз большем исходного 
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 и увеличенные на 10, многочлен более высокой степени 
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 и функция, восстановленная по его спектру КСО порядка 
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. Здесь экстраполяция оказалась приемлемой на 2.5 длины временного интервала. Большего увеличения длины участка экстраполяции достичь вероятно не удастся, поскольку в приведенных случаях ошибки аппроксимации 
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 достигли предельно малых величин: 
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 и 
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соответственно.

3) Сумма гармоник.
Здесь оценивалась возможность различения гармоник сигнала по частоте с использованием спектра КСО. В этих целях была проведена обработка коротких случайных процессов – отрезков, образованных из нескольких гармоник, и представленных последовательностями отсчетов. Каждый отрезок состоял из 
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 отсчётов. Амплитуды и фазы гармоник отрезка выбирались равномерно распределенными в интервалах 
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 соответственно. Относительная частота 
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 первой гармоники выбиралась равномерно распределенной в интервале 
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. Здесь 
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. Остальные выбирались относительно первой как нормально распределенные величины с параметрами 
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. При обработке каждой реализации процесса циклический алгоритм уточнения амплитуд гармоник при расчете КСО заканчивался по достижении заданной точности 
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 расчета 
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 по (3.13). При этом определение значений частот, амплитуд и фаз обеспечивалась с точностью до 7-8 десятичных знаков относительно их исходных значений. В виду малости ошибок 
[image: image210.wmf]d

 факт достижения их глобального минимума был излишним и поэтому не определялся. Просчитанные варианты для каждого 
[image: image211.wmf]K

 были разбиты на две группы. В 1-ю вошли те, в которых частоты исходного моделируемого отрезка процесса располагались в интервале 
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, меньшем, чем порог 
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. Во 2-ю - если для них 
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 оказалось больше, чем 
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. Безуспешными и поэтому отбрасывались те варианты, когда процесс расчёта не сходился к верному результату или когда достигался локальный, но большой по величине, минимум ошибки 
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 вместо глобального. В целях сравнения разрешающей способности по частоте на основе метода КСО и метода ДПФ значение порога было взято 
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. Оно равно предельной близости частот, то есть минимальному разбросу частот 
[image: image218.wmf]K

 гармоник, которые с помощью метода ДПФ при тех же начальных данных можно различить и параметры которых можно рассчитать, что должно соответствовать 2-й группе вариантов.

В таблице 2 приведены результаты 88 вариантов расчета КСО для 
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: количество вариантов, попавших в группы (строки 7 и 9), получившиеся интервалы разброса частот в группах (строки 8 и 10), предельные интервалы разброса различимых частот по методу ДПФ (строка 6) и т. д. Результаты показывают, что метод КСО эффективен не только при обработке сигналов  2-й но и 1-й группы. В частности видно, что использование спектра КСО  позволило  различить 2 гармоники с минимальной разницей по относительной частоте 
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 до величины 0.0004 (вместо 0.02 для сетки частот ДПФ) и правильно определить их параметры. При наличии 3-х гармоник с разбросом частот до 0.0052 (вместо 0.04) и при наличии 4-х гармоник с разбросом до 0.0081 (вместо 0.06) они также были успешно различены и измерены. Если принять во внимание, что 
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, то это будет разброс 0.04 Гц, 0.52 Гц и 0.81 Гц для метода КСО вместо 2 Гц, 4 Гц и 6 Гц  для метода Фурье соответственно.



Таблица 2

 1
Количество гармоник
             2
             3
             4

 2
Параметры частот

относительно 1-й
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 3
Общее количество

рассчитанных вариантов
           18
            32
            38

 4
          - безуспешных
             1
              2
              3

 5
          - успешных
           17
            30
            35

 6
Интервал пороговых

частот  
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          0.02
          0.04
          0.06

 7
Количество вариантов с

частотами внутри порога

 (
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           14
            25
            32

 8
Границы интервала частот

внутри порога   (
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  [0.0004;0.0128]
  [0.0052;0.0367]
   [0.0081;0.0569]

 9
Количество вариантов с

частотами вне порога

 (
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            3
              5
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Границы интервала частот 

вне порога    (
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   [0.0337;0.0479]
  [0.0417;0.0618]
   [0.0636;0.0941]

То-есть, при использовании методов на основе полного спектра Фурье предельное  разрешение гармоник по относительной частоте для рассмотренного примера получились хуже на 1–2 порядка. Сказанное подтверждает возможность определять и различать сколь угодно близкие гармоники коротких сигналов, используя рассчитанные спектры КСО и ПСО.

4) Сумма гармоник с наложенным шумом.
Здесь также решалась задача по различению гармоник с использованием спектра КСО. Но исходный сигнал подвергался наложению помех. В качестве входных сигналов рассматривалась аддитивная сумма случайных колебательных процессов и гауссовского шума с параметрами 
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В первом примере исходный сигнал состоял из суммы двух гармоник, представленных 
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=

N

 отсчётами. Для каждой реализации входного сигнала относительная частота 
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 первой гармоники задавалась равномерно распределенной в интервале [0;0.5]. Логарифм частоты 
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 второй гармоники задавался равномерно распределенным в интервале [-7;-1] относительно первой. Амплитуда 
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 и фаза 
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 гармоник задавались равномерно распределенными в интервалах [0;100] и 
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 соответственно. Логарифм среднего квадратического отклонения (СКО) 
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 шума был равномерно распределенным в интервале 
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, то есть 
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Для каждой из реализаций сигнала рассчитывался спектр КСО порядка 
[image: image242.wmf]2
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 и амплитуда постоянной составляющей. При завершении расчета фиксировались разница 
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 между двумя частотами гармоник входного сигнала и СКО 
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 наложенного шума. Если частоты в рассчитанном КСО отличались от соответствующих исходных не более чем на 
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, то принималось решение о разрешении (разделении) гармоник. Иначе считалось, что гармоники при данных параметрах не различаются. Величина ошибки 
[image: image246.wmf]d

 расчета КСО, то есть точность представления сигнала суммой 2-х гармоник во внимание не принималась, поскольку при положительном решении она естественно получалась минимальной. Задача достижения глобального минимума также не ставилась.
В результате проведенных расчетов положительные и отрицательные исходы образовали два множества точек в системе координат 
[image: image247.wmf]s

, 
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. После проведения 3068 вариантов моделирования сигналов и расчета их КСО была построена в той же системе координат кривая, разделяющая область (сверху от кривой) разрешения гармоник с областью (снизу) ошибочных решений. Кривая представлена в логарифмическом масштабе на рис.27 внизу. Её расположение показывает, что область разрешения гармоник по относительной частоте 
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 даже при больших шумах лежит намного ниже уровня 0.02 (2 Гц, если задать 
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), который является порогом разрешения гармоник при использовании полного спектра ДПФ для 
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Во втором примере в качестве входных сигналов рассматривалась сумма из 3-х гармоник с наложенным гауссовским шумом. Распределение амплитуд и фаз исходных гармоник, а также СКО шума такое же, как в предыдущем примере. Распределение относительных частот 1-й и 2-й гармоник тоже аналогичное. Логарифм частоты 
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 третьей гармоники задавался равномерно распределенным в интервале [-12;1] относительно первой. Для каждой реализации сигнала рассчитывался спектр КСО порядка 
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. При завершении расчета фиксировались значение 
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D

, равное половине разницы между максимальной и минимальной частотами (из трех) гармоник входного сигнала, и СКО 
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 наложенного шума. Если 1-я и 3-я частоты КСО отличались от исходных не более чем на 
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 соответственно, а 2-я попадала в интервал 
[image: image258.wmf])]

(

.

);

(

.

[

*

*

*

*

3

2

2

1

5

0

5

0

p

p

p

p

+

+

, то принималось решение о разрешении (разделении) гармоник с параметрами 
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,
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. Иначе считалось, что гармоники при данных параметрах не различаются. Величина ошибки 
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 расчета КСО также во внимание не принималась, как и для случая суммы 2-х гармоник. 

После проведения 2679 вариантов моделирования сигналов и расчета их КСО была построена в системе координат 
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 кривая, разделяющая область разрешения 3-х гармоник с областью ошибочных решений. Она представлена на рис.23 вверху. Кривая лежит ниже уровня 0.04 (4Гц), являющегося порогом разрешения 3-х гармоник при использовании метода ДПФ для 
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