                             Глава 6. Применение спектров ПСО и КСО отрезка процесса.

6.1. Применение спектра КСО (ПСО)  для  решения  специальных задач

Изложенные ниже примеры применения спектра КСО, за исключением оговоренных случаев, справедливы и для спектра ПСО, как варианта КСО при 
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. Иногда эффективность использование спектра ПСО значительно выше, чем КСО, например для экстраполяции сигнала, для фильтрации помех. Особенно это проявляется при анализе колебательных процессов, когда ПСО определяется при малом количестве аппроксимирующих гармоник 
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1) Применение КСО для интерполяции и изменения частоты дискретизации  сигнала. Знание КСО позволяет изменять частоту дискретизации исходного процесса. Для этого по найденным гармоникам по формуле (3.4) строится новая последовательность отсчётов с другой частотой следования, как большей, так и меньшей относительно исходной. В частности возможна интерполяции значений сигнала в промежуточные моменты времени, например, при неравномерной дискретизации входного сигнала, при пропусках отсчетов. При этом необходимо соблюдение условия (4.10).
2) Преобразование спектра сигнала путем смещения, исключения или добавления новых частот и изменения их амплитуд. Спектры КСО позволяют решать задачу преобразования (искажения) спектра, то есть изменять параметры и расположение любого количества частот, составляющих спектр, даже если в процессе присутствует помеха не выше определенного уровня. Для изменения параметров спектра у полученных гармоник изменяются в нужном направлении амплитуда, частота и фаза. Затем новый процесс воспроизводится по формуле (3.4). Для смещения всего спектра по оси частот (модуляции, демодуляция) у восстанавливаемого сигнала все частоты сдвигаются на необходимую величину. Также в спектр могут быть добавлены или из него убраны соответствующие гармоники (об искажении спектра, фильтрации в свойстве 6).

3) Использование спектра КСО для построения аналитического сигнала. С помощью спектра КСО можно представить отрезок рассматриваемого процесса в виде аналитического сигнала 
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, что необходимо при некоторых исследованиях. Здесь 
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 функция, сопряженная с 
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 (по Гильберту). Огибающая и фаза равны 
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. В этом случае 
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 представляются в виде
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Действительно, 
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 может быть получена из 
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, если у всех гармонических составляющих спектра КСО фазы уменьшить на 
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. Тогда каждая гармоника 
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 преобразуется в 
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. Поскольку результатом расчета спектра КСО являются параметры 
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, а восстановленный сигнал есть 
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, то сопряженный сигнал будет равен
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Следует отметить, что в данном случае сопряженный и аналитический сигналы рассматриваются на ограниченном интервале 
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. Однако если исходный сигнал есть колебательный процесс, то и за пределами интервала 
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 останутся сопряженными и 
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 будет аналитическим сигналом для 
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Если же отрезок 
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 представить интегралом или рядами Фурье, то недостатки таких представлений приведут к тому, что построенные по ним аналитический и сопряженный сигналы будут с большими ошибками соответствовать исходному отрезку 
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 на ограниченном интервале 
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4) Корреляционная функция отрезка процесса. Корреляционную функцию отрезка процесса 
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 непрерывного или представленного в виде последовательности отсчетов можно рассчитывать по формулам:
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где 
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. В частности корреляционная функция сигнала 
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5) Применение КСО для обнаружения и распознавания сигналов. Спектр КСО можно использовать для обнаружения и распознавания (различения) сигналов, если априорно известны их эталонные спектры КСО. Для обнаружения из спектра, рассчитанного по входному сигналу, удаляются гармоники, отсутствующие в спектрах эталонных  сигналов и поэтому считающиеся помеховыми. Далее, оценивается разница между очищенным спектром и спектром каждого эталонного сигнала. Если какая либо оценка не превышает заданной величины, то принимается решение об обнаружении сигнала. Если далее стоит задача по различению сигналов, то принятым считается тот эталонный сигнал, которому соответствует минимальная оценка.

В общем виде задача обнаружения продолжительного сигнала с использованием последовательного анализа может заключаться в следующем:

1. Анализ первого отрезка входного процесса, расчет его КСО;

2. Отбрасывание нереальных или высокочастотных гармоник-шумов, формирование промежуточного сигнала;

3. Анализ следующего отрезка процесса, расчет его КСО;

4. Формирование нового промежуточного сигнала;

5. Формирование промежуточного сигнала увеличенной длительности (с учетом построенных на предыдущих циклах);

6. Повторение 3, 4 и 5 этапов.

7. На определенном (или заданном) цикле на этапе 5 осуществляется принятие решения об обнаружении сигнала (путем сравнения рассчитанного спектра с эталонными) или продолжении анализа и так далее.

6) Фильтрация сигналов с использованием КСО. Использование свойства 2 позволяет осуществлять различного вида сглаживание флюктуаций отсчетов сигнала и шума, фильтрацию процессов в том числе полосовую, низкочастотную (борьба с помехами), высокочастотную (демодуляция). В этом случае из спектра КСО отрезка процесса удаляются ненужные гармоники и далее он восстанавливается по измененному спектру по формуле (3.4). Такая процедура фильтрации проста, но трудно реализуется другими методами, поскольку в общем случае она является нелинейной.

7) Применение КСО для определения текущего спектра и фильтрации нестационарного процесса. Расчет спектра КСО (ПСО) можно использовать при последовательной обработке отсчетов непрерывного или дискретного процесса с целью определения текущего (мгновенного) спектра процесса, фильтрации и т. д. В этом случае проводится необходимая обработка пересекающихся или независимых блоков отсчётов процесса, всякий раз с определением параметров гармоник спектра. При этом с целью уменьшения объема вычислений при итерационном решении систем нелинейных уравнений (3.9), (3.12) частоты, найденные при обработке текущего блока, могут быть использованы как начальные значения при анализе следующего. Размер блоков или ширина интервала 
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 должны задаваться в зависимости от степени нестационарности процесса.

В результате такой обработки будет построен спектр КСО (ПСО) процесса в виде амплитудной и фазовой составляющих:
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Каждая из этих функций будет непрерывной по времени 
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 и дискретной по переменной 
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. То есть представляется для каждого момента 
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 последовательностью отсчетов, равных значениям составляющих текущего спектра КСО (ПСО) в дискретных значениях частоты 
[image: image42.wmf])

(

t

k

w

.

С другой стороны (6.1) можно представить в трехмерном пространстве в виде совокупности непрерывных кривых различной длины
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Причем для каждого сечения 
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Пространственное положение кривых (6.2) иллюстрирует появление и исчезновение одних гармоник, изменение частот и фаз других гармоник спектра анализируемого процесса 
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Таким путем в анализируемом процессе могут быть выявлены главные периодические компоненты и определены их параметры. Например, возможно выделение группы узкополосных сигналов из широкополосного процесса.
8) Использование КСО для сжатия информации о процессе с одновременной фильтрацией. В некоторых случаях при цифровой обработке процессов возникает задача по осуществлению сжатия информации о процессе. Это возможно реализовать, используя спектр КСО, который содержит минимальную, но полную информацию о сигнале, если считать, что его параметры за время 
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 не изменились. Если процесс разбить на блоки длительностью 
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 по 
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 отсчетов, то при количестве аппроксимирущих гармоник 
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 сжатие возможно, если представить информацию о процессе не его отсчетами, а значениями параметров (1.18) спектра КСО. То есть описывая сигнал можно задать не 
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 числовых значений, а только 
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. Предварительная фильтрация путем исключения шумовых гармоник увеличит эффект сжатия. С учетом точности представления 
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 (разрядности числовых значений) отсчетов процесса 
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 и параметров спектра степень сжатия приближенно может быть определена величиной коэффициента сжатия
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Наибольший эффект от сжатия будет достигаться для процессов, состоящих из суммы гармоник и аддитивного шума.

9) Декодирование манипуляции параметров сигналов с помощью КСО. Разбиение процесса на отдельные отрезки, при знании (задании) или определении их длительности, и последующий расчет КСО отрезков позволяют раскрыть таблицу кодирования сигнала с помощью амплитудной, фазовой, амплитудно-фазовой, частотной (ПРЧ) и других манипуляций. При частотной манипуляции строится частотно-временная таблица кодирования. При фазовой – фазо-временная таблица. И так далее. Такая таблица может использоваться  при декодировании других сложных сигналов.

При неизвестных моментах времени манипуляции и кодирования они включаются в список параметров, подлежащих определению в процессе определении спектра КСО на этапе решения оптимизационной задачи с дополнительными ограничениями (3.15).


6.2. Использование  спектров КСО и ПСО  для  экстраполяции  процессов
Процессы, при обработке которых требуется экстраполяция вперед или назад, могут быть различных типов: колебательные, апериодические, детерминированные, случайные, помеховые или детерминированные с влиянием помеховых воздействий и наложением шума и т. д.

Всегда следует иметь ввиду, что если аппроксимировать некоторый сигнал какой либо функцией, а затем с ее использованием провести экстраполяцию по времени, то в общем случае получится другой процесс с другими характеристиками. Действительно, поведение экстраполированной части любого сигнала определяется свойством функций, использованных при его аппроксимации.

Основным в случаях, рассматриваемых в данной работе, является свойство периодичности синусоид в (3.4). С учетом этого, если исходный сигнал 
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 (1.6) содержит некоторое количество гармоник, то ПСО в виде (1.18) позволяет (как в некоторых случаях и спектр (2.20) по методу Прони) представить процесс 
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 внутри и за пределами 
[image: image59.wmf]]

,

[

T

0

 с ошибкой 
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. В отличие от спектров Фурье (2.2), (2.5), (2.7), (2.11), которые по своему определению не позволяют экстраполировать процесс, если только он не содержит гармоник с частотами в узлах равномерной сетки частот Фурье.

Анализ результатов расчета спектра КСО для некоторых примеров (гл. 7) позволил подтвердить следующие выводы относительно экстраполяции процессов и сигналов.

Поведение процесса за пределами области определения сигнала будет зависеть также от вида и структуры исследуемого сигнала, от наложенных на него помех и ошибок обработки. Эффективность экстраполяции, как отмечено выше, непосредственно зависит от типа и параметров аппроксимирующей функции, используемой для экстраполяции. Вид и поведение этой функции и анализируемого сигнала на интервале аппроксимации должны совпадать. Игнорирование этого может привести к неожиданным результатам.

Например, если по своей природе сигнал есть колебательный процесс, состоящий из некоторого набора гармоник, то для его аппроксимации с целью дальнейшей экстраполяции должен использоваться только гармонический полином с таким же количеством синусоид. По реализации сигнала определяются лишь параметры последних. Если же сигнал априорно является, например линейной комбинацией степенных функций, то аппроксимирующим должен быть обычный полином соответствующей степени. Но если такой сигнал аппроксимировать суммой гармоник и с ее использованием провести экстраполяцию, особенно на отдаленный период времени, то результаты могут оказаться принципиально неверными. Причем точность проведенной аппроксимации никакого влияния на это не окажет. Этим процесс экстраполяции отличается от интерполяции, при которой аппроксимацию можно осуществлять с помощью любого набора непрерывных функций.
Однако наряду с общим могут наблюдаться частные случаи. В гл. 7 приведены результаты аппроксимации на интервале 
[image: image61.wmf]]
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 (с использованием спектров КСО) многочленов Чебышева (п.7.2.2), экспоненциальной функции 
[image: image62.wmf])
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 (п.7.1.5) и затухающей синусоиды 
[image: image63.wmf]x
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 (п.7.2.1) и их последующей экстраполяции. В первом примере на достаточно длинном интервале 
[image: image64.wmf]]
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 наблюдается почти полное совпадение экстраполированной кривой с многочленом. Это кажется вполне закономерным. Но во втором примере новая кривая на таком же интервале представляет собой явно выраженный периодический процесс (с периодом 
[image: image65.wmf]T

), похожий на повторяющийся исходный. В третьем - менее выраженная периодичность. Такое поведение экстраполированной кривой на первый взгляд кажется странным. Но формально его можно объяснить следующим свойством спектра КСО. Если в нем присутствуют гармоники с малыми частотами 
[image: image66.wmf]T
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 (как в первом примере), то экстраполированная кривая на интервале в несколько 
[image: image67.wmf]T

 будет апериодической и совпадать с определенной точностью с продолженным исходным процессом. Однако, следует иметь в виду, что на 
[image: image68.wmf]]
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 многочлены Чебышева это все-таки колебательные функции. Если же в спектре имеются гармоники преимущественно с большими частотами 
[image: image69.wmf]T
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 (как во втором и третьем примерах), то восстановленный процесс на рассматриваемом интервале 
[image: image70.wmf]]
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 будет периодическим. Тем не менее, такое проявление свойств КСО требует осмысления и дальнейшего изучения. Можно полагать, что его использование будет полезным при анализе сигналов и помех. 

Далее, если аппроксимировать любой сигнал конечным гармоническим рядом, рассчитать спектр КСО, а затем провести экстраполяцию, то всегда получится процесс с наличием определенной периодичности, хотя в некоторых случаях с очень большим периодом. Действительно, пусть обработка сигналов осуществляется цифровым устройством. Полагаем, что вычисления над числами – значениями частот осуществляются операциями с фиксированной запятой с ценой младшего разряда 
[image: image71.wmf]D

, то есть как над целыми числами. Рассчитав для анализируемого сигнала спектр КСО получим значения его частот 
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 с точностью 
[image: image73.wmf]D

. Тогда воспроизведенная (построенная по КСО) функция будет периодической. Период будет равен наибольшему общему делителю значений частот, умноженному на 
[image: image74.wmf]D

. При этом, чем меньше разрядность и больше цена 
[image: image75.wmf]D

 младшего разряда значений частот, тем меньше в среднем делитель и период функции. Следовательно, для увеличения периода или исключения появления паразитной периодичности, присущей гармонической аппроксимации, необходимо повышать точность расчета КСО, повышая точность вычислительных операций.
Кроме того, периодичность сигнала за пределами 
[image: image76.wmf]]
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 будет тем более выражена и период будет тем меньше, чем ближе частоты сигнала в КСО находятся к узлам сетки Фурье 
[image: image77.wmf]T
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, чем больше их значения и чем ближе по оси времени расположен рассматриваемый период (участок экстраполяции) процесса к исходному сигналу. И только в предельном случае, когда частоты совпадают с узлами, экстраполированный процесс будет чисто периодическим (с минимальным периодом 
[image: image78.wmf]T

), то есть представим в виде ряда Фурье.
Таким образом, экстраполяция  сигнала с помощью спектра КСО будет наиболее эффективна в том случае, если он является отрезком колебательного процесса. Что касается сигналов другой природы, то необходимо их предварительно аппроксимировать другими соответствующими наборами функций, то есть определить «спектральные разложения» по этим функциям. И тогда на основе полученного «спектра» возможна правильная экстраполяция. Если же сигнал содержит периодические и апериодические компоненты, то следует при его аппроксимации использовать наборы как гармоник так и специальных функций.

Экстраполяция колебательного процесса по результатам гармонической аппроксимации возможна и при наложении на исходный процесс помех определенного типа и уровня. В общем случае для этого необходимо рассчитать спектр КСО с заданной точностью 
[image: image79.wmf]d

, подобрав количество гармоник 
[image: image80.wmf]K

. Далее следует аппроксимировать процесс функцией – суммой низкочастотных гармоник спектра и провести ее экстраполяцию, рассчитывая значение функции для заданных моментов времени. При этом высокочастотные шумовые составляющие будут отфильтрованы. В частном случае, когда частоты совпадут с узлами сетки Фурье, экстраполяции может быть осуществлена также путем расчета значений ряда Фурье, построенного с учетом найденных частот.
Относительно точности экстраполяции колебательных процессов с использованием спектра КСО можно добавить следующее. При соблюдении условий, изложенных выше, восстановленный по КСО процесс можно экстраполировать за пределы временного интервала 
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 с точностью, зависящей от значения ошибки аппроксимации 
[image: image82.wmf]d

. Если в результате построения КСО ошибка 
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 будет невелика и все искажения исходного сигнала 
[image: image84.wmf])
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, а также ошибки счета можно свести к аддитивному гауссовскому шуму, добавленному к сигналу, то аппроксимирующая функция (3.4) может служить для предсказания очищенного от шума сигнала 
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 за пределами интервала 
[image: image86.wmf]]
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 с соответствующей точностью. В более простом случае, когда сигнал 
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 (4.9) содержит только смесь гармонических составляющих 
[image: image88.wmf])
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 и шума не больше определенного уровня, предсказание возможно с большой точностью на любой момент времени вперед и назад. В предельном случае, когда КСО получен при 
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 и потому существует ПСО, точная экстраполяция колебательного процесса возможна на любой момент времени.
С учетом изложенного можно утверждать, что после разложения отрезка любого процесса с использованием рядов или интеграла Фурье прогнозирование процесса путем экстраполяции аппроксимирующей функции бессмысленно. Действительно, получающаяся экстраполированная кривая по определению будет в первом случае всегда периодической, а во втором апериодической не зависимо от природы и свойств исходного процесса.
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