
Глава 5. Cпектры ПСО и КСО в сравнении со спектрами 


на основе разложений Фурье

5.1. Количество частотных составляющих в спектрах  ПСО и  КСО сигналов

1) Случай совпадения ПСО и ДПФ дискретного сигнала для 
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. Пусть некоторый сигнал длительностью 
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 задан дискретной последовательностью 
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 из чётного числа 
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 отсчетов. Определим его спектр ДПФ по (2.7). Он будет иметь равномерную сетку частот 
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 с шагом 
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. Среди этих частот одна нулевая, 
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 значащих и 
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 им симметричных по частоте относительно средней 
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. Симметричные не учитываем, однако их параметры суммируем с параметрами частот из левой половины интервала 
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Определим спектр КСО того же сигнала, состоящий из того же количества гармоник: постоянная составляющая и 
[image: image11.wmf]2

N

K

=

 гармоник с частотами не большими 
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, но не обязательно равномерно распределенными. Решение задачи путем минимизации (3.6) по параметрам гармоник приведёт к множеству решений (1.18) с различными наборами частот, поскольку имеет место 
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, то есть неизвестных больше чем исходных данных. Но одним из полученных решений будет найденный спектр ДПФ. Действительно, полученная ошибка (3.7) между исходным сигналом и воспроизведённым по спектру ДПФ будет равна 0. Количество аппроксимирующих гармоник в обоих случаях совпадает. То есть выполняется необходимое и достаточное условие принадлежности этого спектра к спектру КСО с 
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, то есть к спектру ПСО.

Следовательно, максимальное количество гармоник, которые могут быть определены при расчете ПСО дискретного сигнала 
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 равно 
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; частным случаем этого спектра при 
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 является спектр ДПФ.
Для нечётного числа отсчётов 
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 рассуждения аналогичны. Однако, в этом случае спектры ДПФ и ПСО сигнала будут состоять из нулевой частоты и 
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 частот, меньших 
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. То есть, при расчете ПСО сигнал аппроксимируется суммой из 
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 гармоник, если не учитывать симметричные, и постоянной составляющей,
Следует отметить, что процессы, воспроизведенные по каждому спектру ПСО из множества возможных, и продолженные во времени, не будут одинаковыми. Это было установлено ранее в п.3.2. Один из них обладает особым свойством. Это процесс, порождаемый спектром ДПФ; он является периодическим с периодом 
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.
2) Максимальное число частот в спектрах КСО и ПСО непрерывного сигнала. Как следует из 1-го свойства, максимальное число гармоник ПСО дискретного сигнала равно 
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 (не считая симметричных). Максимальное число гармоник ПСО непрерывного отрезка будет всегда счетным (линейчатый спектр), приближаясь в некоторых случаях к 
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. Но если при расчете спектра интегралы в (3.9) заменить на соответствующие суммы значений функций, взятых в 
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 отсчётах сигнала, то максимальное число независимых гармоник будет равно 
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. С ростом 
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 происходит увеличение их количества за счет добавления высокочастотных.

3) Изменение спектра КСО при изменении 
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. Если рассчитывать ПСО любого конечного дискретного сигнала для уменьшающихся 
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, начиная с 
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 (при четном 
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), то для некоторого 
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 в силу свойства 1 п.4.2 перестанет выполняться условие существования ПСО: 
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. Таким образом, при 
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 сигнал может быть представлен суммой 
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 гармоник. Но при 
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 этого не будет. Поэтому для него может быть рассчитан только спектр КСО, для которого 
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. Далее с большим уменьшением 
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 будет увеличиваться ошибка 
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, которая достигнет максимального значения при 
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, что соответствует аппроксимации сигнала суммой одной гармоники и постоянной составляющей.

Иначе говоря, спектр КСО последовательности 
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, рассчитываемый для увеличивающегося 
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 от 1 до 
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, сначала будет единственный с 
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, затем при 
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 перейдет в спектр КСО с 
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, то есть в ПСО. Далее с еще большим увеличением 
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 спектр будет являться элементом более многочисленных множеств возможных спектров ПСО. И, наконец, при 
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 он будет одним из максимального множества спектров ПСО, в числе которых спектр ДПФ, построенный для периодического дискретного процесса, фрагментом которого является 
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4) Приближение КСО одного периода дискретного процесса к спектру ДПФ. В общем случае при одинаковой допустимой ошибке приближения 
[image: image50.wmf]d

 число гармоник в спектре КСО сигнала будет меньше, чем при использовании ДПФ. Однако если сигнал будет приближаться к отрезку гауссовского некоррелированного шума, то число гармоник в спектре КСО будет увеличиваться и в пределе может достичь значения 
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) как и в ДПФ (если не учитывать симметричные). Но параметры гармоник в обоих спектрах не обязательно совпадут. Это связано с тем, что при расчете КСО будет решаться задача определения 
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 параметров всего по 
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 значениям данных, что приводит к множеству решений. Этот случай рассмотрен выше, свойство 7 п.4.2.

5) Для заданной ошибки аппроксимации число гармоник в КСО меньше, чем при других гармонических разложениях. Свойство 4 имеет более широкий смысл. В частности число гармонических составляющих в КСО непрерывного сигнала получается конечным и значительно меньшим, чем при аппроксимации с той же точностью посредством ряда Фурье. Если сигнал аппроксимировать интегралом Фурье, то его спектр будет содержать уже континуум составляющих, в отличие от спектра КСО, который в этом случае имеет счетное число гармоник. То есть, при расчете КСО с ростом числа учитываемых гармоник 
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 сходимость спектра и стремление ошибки 
[image: image56.wmf]0

®

d

 более быстрое, чем при других способах. Причиной тому является отсутствие условий (ограничений) на количество и расположение частот гармоник, которые накладываются при использовании других методов. Наглядным примером является спектр кривой 
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. Её спектр КСО состоит лишь из одной гармоники с частотой 
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. При использовании других способов спектр такой синусоиды будет содержать множество гармоник, и даже непрерывный спектр (4.1).

5.2. Характеристика способов расчета спектров КСО и ПСО 

и на основе разложений Фурье
1) Спектр ПСО есть общий случай гармонического разложения. Спектры, построенные на основе разложения сигнала с помощью Фурье преобразований, являются частными случаями спектра ПСО. Действительно, они обеспечивают минимум функционалу (3.5) или (3.6), но минимум достигается при наложении на параметры спектра определенных условий. В случае непрерывного сигнала предполагается, что значения частот спектра есть непрерывная функция. В случае представления сигнала бесконечным рядом Фурье предполагается, что частоты гармоник это бесконечный ряд равноотстоящих значений 
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При представлении сигнала коротким рядом Фурье частотами спектра является та же последовательность, но ограниченная первыми 
[image: image62.wmf]N

 элементами. То есть можно полагать, что в этих случаях решается задача построения спектра ПСО в условиях соответствующих ограничений (3.15) на количество и расположение частот.
Далее, выше было показано (свойство 1 п.5.1), что при использовании метода ДПФ для гармонического разложения любого сигнала, представленного 
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 отсчётами, максимальное количество гармоник в спектре (2.7) и следовательно в спектре ПСО (3.2) ограничено неравенством 
[image: image64.wmf]N

K

£

. Если не учитывать симметричные частоты, то 
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 (если 
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 четное). Отсюда следует, что в случае представления процесса 
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 последовательностью отсчётов при любой конечной ее длине, количество найденных гармоник 
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 в ПСО или в КСО при обеспечении заданной точности 
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 будет также конечно и не велико, в отличие от представления 
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 непрерывным сигналом (2.1), (2.4) или даже последовательностью (2.6) когда оно может быть достаточно большим.
Далее, для разложения непрерывного сигнала в ряд Фурье на интервале 
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имеют место известное неравенство Бесселя и равенство Парсеваля
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где 
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 - амплитуды ортогональных гармоник ряда с частотами (5.1)

Однако при представлении сигнала суммой гармоник спектра ПСО или КСО (при малой ошибке 
[image: image75.wmf]d

) эти соотношения в общем случае перестают выполняться. Для некоторых сигналов даже может иметь место
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Например, это справедливо для полиномов Чебышева, для которых в п.7.2.2 приводятся результаты построения спектров КСО. Соотношение (5.3) показывает, что вычитание гармоник с большими амплитудами может приводить к формированию сигнала с малой энергией, то есть с малой амплитудой при узкой полосе частот. Таким образом, энергия сигнала не может быть определена как сумма квадратов амплитуд его спектра ПСО или КСО. Это очевидно и логично.
[image: image77.wmf]И только для сигналов, частоты которых определены рассчитанным спектром КСО или ПСО и близки к узлам сетки частот Фурье (5.1), будут иметь место соотношения (5.2).

Аналогичные рассуждения справедливы также для разложений в ряд дискретных сигналов и для представлений непрерывных сигналов интегралом Фурье.

2) Точность способов определения спектров на основе КСО и преобразований Фурье. В некоторых случаях для уменьшения боковых лепестков спектра, получаемого на основе преобразований Фурье, используется временная выделяющая (оконная) функция, на которую множится входной сигнал. В результате спектр (в случае дискретного спектра огибающая его главного лепестка) по некоторым параметрам определяется ближе к реальному, но изменение количества и расположения частот все равно не происходит. Напротив, в методе КСО применение окон не требуется, так как частоты гармоник определяются точно, как спектральные линии. То есть амплитудно-частотная характеристика устройства обработки сигналов, например анализатора спектра на основе КСО, получается строго линейной, главный и боковые лепестки отсутствуют. И если шумов нет, то точность метода КСО (разрешающая способность при точных расчетных операциях) при соответствующем подборе количества аппроксимирующих гармоник велика.

3) Взаимная зависимость гармоник сигнала, представленного разложениями Фурье, и независимость гармоник его КСО. Спектр сигнала, рассчитываемый с использованием интегралов или рядов Фурье, является предопределенным множеством известного числа гармоник, не зависящего от конкретного сигнала. Подлежат определению только их амплитуды, причем все. Пусть, например, сигнал содержит лишь одну гармонику с частотой 
[image: image78.wmf]w

. Тогда амплитуда любой частоты 
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 спектра Фурье рассчитывается в общем случае как взвешенная по времени сумма или интеграл от всех гармоник с частотами из 
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 соответственно и единичными амплитудами. В примере с рядом ДПФ это происходит от того, что расстояние от 
[image: image82.wmf]w

 до ближайшего узла сетки частот ряда Фурье не равно 
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- ширины ячейки сетки. Исключением из этого будет случай, когда частота 
[image: image84.wmf]w

 взята в узле сетки. Тогда спектр будет состоять только из одной гармоники множества. То есть, все отсчёты частот сигнала в общем случае зависимы в следующем смысле. Если из сигнала вычесть одну из её гармоник, или спектральную линию шумовой составляющей, то в спектре Фурье изменятся амплитуды всех частот. Напротив, в спектре КСО при оптимально выбранном 
[image: image85.wmf]K

 и тем более в ПСО все частоты не имеют такой взаимосвязи, поскольку они будут однозначно соответствовать исходным гармоникам сигнала. Это будет справедливым и при наложении на отсчёты процесса искажений, приводящих к небольшой ошибке аппроксимации 
[image: image86.wmf]d

. В таком случае вычитание одной гармоники или шумовой составляющей приведет к исключению из спектра КСО (ПСО) тоже одного, соответствующего ей отсчета частоты. Однако это не будет справедливо при больших 
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, так как пересчет КСО для нового уменьшенного 
[image: image88.wmf]K

 приведет к изменению набора частот.
4) Построение ПСО сигнала есть нелинейная обработка его значений, но линейное преобразование спектра. Легко заметить, что применяя способы построения спектра, основанные на преобразованиях Фурье, являющихся линейными операциями над значениями сигнала, каждая квадратичная составляющая спектра из (2.2), (2.5), (2.7) рассчитывается независимо как взвешенная сумма всех отсчетов процесса. То есть осуществляется линейная обработка. Однако в таком алгоритме амплитуды составляющих спектра входного сигнала преобразуются в амплитуды спектра Фурье нелинейной операцией. Напротив, значения составляющих спектра ПСО (или КСО при небольшой ошибке 
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 определяются путем нелинейной обработки значений отрезка процесса на интервале 
[image: image91.wmf]]
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. Действительно параметры гармоник определяются путем оптимизации целевой функции (3.5) или (3.6), в которую они входят нелинейно. Но при этом гармоники входного сигнала преобразуются в гармоники спектра ПСО (или КСО при небольшой ошибке 
[image: image92.wmf]d

) без изменения, что является линейной операцией. Обоснование следует из формулировки задачи, поставленной для исследования, из определений, данных спектрам ПСО и КСО, свойств спектров и предложенных методов решения задачи.
5) Об изменении спектров ПСО и на основе разложений Фурье при увеличении длительности сигнала.

Пусть непрерывный входной сигнал 
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Для простоты и ясности дальнейшего изложения предположим, что частоты гармоник разнесены друг от друга и их число невелико. Пусть (2.2) есть интегральный спектр Фурье этого сигнала. Тогда функция амплитуды спектра 
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 будет состоять из суммы импульсов вида 
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 главного лепестка. Очевидно, что локальные максимумы амплитуды 
[image: image100.wmf])

(

)

(

)

(

f

b

f

a

f

r

2

2

+

=

 будут достигаться в тех же точках 
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Легко видеть, что при увеличении 
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 ширина упомянутых импульсов уменьшается а их высота растет. Поэтому можно записать
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В результате интегрирования и исключения малых величин имеем 
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 интегральный спектр Фурье преобразуется в набор спектральных линий, соответствующих набору гармоник входного сигнала (5.4). А это есть спектр ПСО, который может быть рассчитан для непрерывного сигнала 
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. Для более сложных стационарных сигналов, чем рассмотренный, выводы будут такими же. Таким образом, при увеличении длительности непрерывного сигнала его интегральный спектр трансформируется в спектр ПСО.


Рассмотрим теперь случай представления отрезка непрерывной функции (5.4) бесконечным рядом Фурье (2.4), (2.5). Если построить точечную функцию 
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где [.] знак целой части числа. Ясно, что при увеличении 
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 интервал между частотами гармоник ряда (2.4) будет сужаться и 
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Проинтегрировав и опустив малые слагаемые получим в пределе 
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 будет иметь место равенства параметров. В этом случае из членов ряда (2.4) останутся только соответствующие слагаемым из (5.4). Амплитуды остальных будут равны 0. Таким образом, для длинного сигнала его спектр, рассчитанный с помощью разложения в бесконечный ряд Фурье, будет линейчатым, с конечным набором гармоник, соответствующем этому сигналу. Но такой набор получается при расчете спектра ПСО, причем для любой длины сигнала 
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. То есть, дискретный спектр Фурье длинного сигнала также приближается к его спектру ПСО.

Далее, разложим дискретный сигнал 
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(5.6)
в конечный ряд (2.6) с использованием (2.7). При этом количество отсчетов 
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 необходимо выбрать настолько большим, чтобы при дискретизации сигнала его высокочастотные составляющие не были потеряны. Это будет, если 
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 (свойство 5 иэ п.4.2). Построим точечную функцию из амплитуд гармоник (2.7) 
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, эта функция будет иметь максимальные значения в частотах 
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 из (2.6) будут стремиться к соответствующим частотам из (5.6). Гармоники с другими частотами будут иметь уменьшающиеся амплитуды. Подставив (5.6) в (2.7), получим
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Имея в виду, что сумма произведений ортогональных функций равна 0, получим в пределе 
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. Сложив симметричные гармоники из обоих половин частотного интервала, получаем 
[image: image137.wmf]N

A

a

i

i

=

. Аналогично будет 
[image: image138.wmf]N

B

b

i

i

=

. То есть, при увеличении длительности стационарного сигнала его конечный дискретный спектр Фурье будет точнее соответствовать исходному набору гармоник. Спектр же ПСО сигнала имеет это соответствие уже при исходном значении его длительности 
[image: image139.wmf]T

.

Таким образом, для точного определения спектра сигнала с использованием разложений Фурье требуется брать его отрезки большой длительности. Спектр ПСО – точный спектр сигнала может быть рассчитан при любой его длительности (для дискретного сигнала следует предварительно выбрать соответствующее количество отсчётов 
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