
Глава 4. Свойства  спектров сигнала ПСО и КСО

Принципы, положенные в основу введенных понятий спектра отрезка процесса, а также анализ проведенных расчётов для некоторых примеров позволяют заключить, что КСО обладает определенными свойствами и достоинствами. Некоторые очевидны, другие следуют из результатов моделирования, третьи требуют подтверждения с привлечением аналитических выкладок или результатов специальных расчетов, остальные носят характер предположений, имеющих определенные основания. При расчете КСО и ПСО сигнала необходимо иметь в виду эти свойства. Некоторые из них, следующие из данных им определений и приведённые ниже, а также в гл. 5 и 6, являются наиболее важными. 


4.1. Свойства спектров КСО и ПСО сигналов различной структуры

1) Сумма гармонических составляющих. Пусть априорно известно, что непрерывный сигнал 
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 (1.21) и не содержит помеховой составляющей. Тогда при минимизации (3.5) или (3.6), то есть в результате расчёта КСО для 
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 получатся те же параметры (1.18), что значатся в сумме, и ошибка аппроксимации 
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В частности КСО отрезка синусоиды 
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Для сравнения следует отметить, что непрерывный спектр Фурье отрезка  синусоиды 
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, рассчитанный по (2.2), определяется двумя непростыми непрерывными функциями:
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Если сигнал 
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2) Отрезок процесса с произвольными интервалами между отсчетами. Не вызывает методических трудностей расчет спектра КСО для отрезка процесса (1.2), заданного последовательностью значений с произвольными 
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, но не только равными временными интервалами. Однако, для обеспечения точности определения спектра КСО и во избежании потерь высокочастотных гармоник с частотами большими чем 
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 (то есть высокочастотных), исходный непрерывный процесс, подвергнутый временной дискретизации, не должен иметь точек перегиба (изменения знака 2-й производной) между двумя соседними отсчетами.

3) Сигнал, состоящий из нескольких отрезков процесса, не обязательно смежных. Предлагаемый метод определения КСО позволяет по нескольким, не обязательно следующим друг за другом, отрезкам (стационарного) процесса 
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 определять его спектр. В этом случае в качестве ошибки приближения можно использовать выражение
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где 
[image: image20.wmf])

(

t

y

 есть (1.21) и 
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 заданные интервалы определения 
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отрезков процесса. Искомые параметры спектра с учетом всех временных интервалов будут, кроме 
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, такими же, как и для одного отрезка:
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При этом, в соответствии с формулой
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существенно повышается точность 
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 определения параметров гармоник, по сравнению с обработкой одного отрезка. Если процесс нестационарный, то при пересчете КСО будет определен средний в некотором смысле спектр. Отсюда следует, что метод расчета спектра КСО позволяет проводить обработку процессов, имеющих временные разрывы, а не только непрерывных. Другие методы не позволяют делать это.

4)  Сигнал на сдвинутом временном интервале. Если сигнал 
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То есть в спектре КСО изменятся фазы и квадратурные составляющие гармоник.

Более того, если отрезок 
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 зашумленного непрерывного стационарного процесса на интервале 
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 есть (1.21) и его спектром КСО является набор гармоник с параметрами 
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То есть квадрат новой ошибки аппроксимации уменьшится и сложится из трех членов, зависящих от ошибок для этих интервалов. В случае равенства трех временных интервалов ошибка будет равна 
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5) Сумма сигналов. Если 
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то новому сигналу со спектром 
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, полученным объединением обеих групп гармоник, будет соответствовать ошибка 
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6) Линейная комбинация дискретных сигналов, имеющих КСО. Если 
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, то КСО  дискретизированного сигнала (1.21) как суммы 
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 гармоник любой частоты на любом, в том числе разрывном временном интервале, равен ПСО
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7) Сумма независимых отрезков. Если отрезки процессов 
[image: image54.wmf])

(

t

x

1

и 
[image: image55.wmf])

(

t

x

2

 независимы и имеют на одном и том же интервале 
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 рассчитанный КСО может быть таким
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То есть сложение независимых сигналов на одном временном отрезке может приводить к усреднению или уменьшению ошибки аппроксимации.
Пусть далее отрезки 
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 имеют на непересекающихся интервалах 
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 КСО соответственно  (4.2). Тогда суммарный сигнал 
[image: image66.wmf])

(

)

(

t

x

t

x

2

1

+

 на составном временном интервале будет иметь другой КСО, в некоторых случаях значительно сложнее исходных, который требуется рассчитать вновь.

8) КСО уменьшенного порядка для незашумленного сигнала. Если КСО сигнала равен (4.3), то КСО (4.7), найденный для 
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(4.5)
Более того, среди этих гармоник может не оказаться общих. Это является следствием того, что здесь происходит аппроксимация процесса суммой меньшего числа гармонических составляющих, чем имеется их в составе процесса. Однако ошибка приближения 
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9) КСО увеличенного порядка для незашумленного сигнала. Пусть 
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КСО некоторого процесса и 
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КСО того же процесса, для того же 
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 мало, или стремится к 0, например при уменьшающихся шуме и ошибках счета. Тогда спектр КСО (4.7), как один из множества возможных, будет таким, что имеет место
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и дополнительные гармоники в этом спектре не появятся, то есть 
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. Соблюдение (4.8) может служить подтверждением точности расчета КСО сигнала. Если в составе сигнала присутствует значимая шумовая составляющая, это условие не будет выполняться. Тогда для правильного расчета спектра, в связи с возможным выделением гармоник шума, необходимо увеличить значение 
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 и при необходимости длину сигнала (количество его отсчетов) исходя из требуемой величины 
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 и дисперсии шума 
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10) Добавление к отрезку процесса шумовой составляющей может привести большему количеству найденных гармоник при расчете ПСО и даже к максимальному числу по сравнению с истинным. И наоборот, шумовая составляющая может так наложиться на процесс, что часть гармоник окажется подавленной. И тогда при расчете ПСО выделится их меньшее количество. Во всех случаях результат будет зависеть от величины дисперсии шума.

11) ПСО отрезка случайного процесса. Отрезок непрерывного нормального некоррелированного процесса с заданным 
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 будет содержать при фиксированном 
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 определенное, но конечное количество гармоник. Однако при 
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 их количество растет одновременно с небольшим изменением их амплитуд и с более равномерным распределением их частот.

12) Сумма гармоник и нормального случайного процесса. Пусть на интервале 
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Тогда достижимое минимальное значение ошибки приближения 
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То есть, процесс, восстановленный по КСО, будет иметь шумовую составляющую с меньшей дисперсией, чем исходная, а также содержать 
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 гармоник с небольшими амплитудами, мало изменяющимися при фиксированном 
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Отсюда следует, что спектру КСО отрезка процесса с аддитивным шумом
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будет соответствовать ошибка приближения 
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То есть добавление шума к сигналу в общем случае увеличивает количество гармоник в спектре. Однако возможно проявление 10-го свойства (уменьшение количества гармоник). Поэтому при расчете спектра КСО при фиксированном 
[image: image106.wmf]T

 необходимо выбирать величину 
[image: image107.wmf]N

 исходя из заданной точности определения количества и частот гармоник и с учетом величины дисперсии шума 
[image: image108.wmf]2
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.
13)  КСО увеличенного порядка  для зашумленного сигнала. Пусть (4.6) есть КСО некоторого процесса с наложенным шумом и (4.7) КСО того же процесса, для того же временного интервала, но рассчитанный для 
[image: image109.wmf]K
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. Тогда в общем случае для первых 
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 гармоник (считая от нулевой частоты) не всегда будет иметь место (4.8), Более того, среди (4.6) и (4.7) может не оказаться общих гармоник. То есть, при 
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 и увеличении 
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 прежде рассчитанные значения частот и их амплитуды не всегда сохраняют  свои значения в новом КСО. Например может происходить раздвоение некоторых частот. Однако будет иметь место 
[image: image113.wmf]d

d

£

1

.


4.2. Основные свойства спектров КСО и ПСО
1) Возможность аппроксимации сигнала суммой гармоник. Имеет место важная особенность аппроксимации функций совокупностью синусоид. Через 
[image: image114.wmf]N

 точек, произвольно заданных в системе координат время - амплитуда, не всегда можно провести кривую, являющуюся суммой заданного числа гармоник 
[image: image115.wmf]K

 и постоянной составляющей, даже если выполняется условие 
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можно провести синусоиду только при соблюдении соотношения
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Здесь 4 неизвестных параметра: 
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 при 3 исходных данных. При больших значениях 
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 и 
[image: image121.wmf]N

 соотношение выглядит сложнее. Следовательно, построение единственного (однозначного) спектра ПСО дискретного сигнала (с ошибкой 
[image: image122.wmf]0
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) возможно в некоторых случаях при условии 
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, то есть когда число неизвестных существенно превышает количество исходных данных.

2) Огибающая спектра ПСО сигнала. Если построить огибающую амплитуд 
[image: image124.wmf]{
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 частот спектра ПСО (3.2) (или КСО при малом значении ошибки 
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), то она даст геометрическое представление о спектре сигнала 
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. При увеличении отношения 
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 форма огибающей ПСО будет приближаться с точностью до множителя к непрерывному энергетическому спектру процесса, включающего 
[image: image128.wmf])
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, полученному по результатам интегрального преобразования Фурье (2.2). Или - к огибающей модуля одного периода линейчатого спектра дискретного процесса, включающего 
[image: image129.wmf])
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, представленного рядом Фурье с параметрами (2.7). Однако, при фиксированном 
[image: image130.wmf]T

 и при приближении к концам частотного интервала расхождение между спектром ПСО и сравниваемыми с ним спектрами Фурье будет увеличиваться. Это, как отмечалось в гл.2, связано с тем, что в аппроксимирующую функцию, построенную с использованием интеграла Фурье, входят высокочастотные составляющие, обеспечивающие переход её к нулю на концах интервала. А при использовании рядов Фурье гармоники аппроксимирующей функции обеспечивают её переход на конце интервала с конечного значения в начальное. В противоположность этому при расчете спектра ПСО такие требования не накладываются и они не вытекают из данного ему определения. То есть, за пределами интервала аппроксимации не существует никаких ограничений на поведение функции 
[image: image131.wmf])
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3) Ширина спектра ПСО сигнала. Ею можно назвать разницу между максимальной и минимальной частотами с амплитудами, не меньшими определенной величины. Причем, ширина спектра ПСО изменяется только при изменении в сигнале количества гармоник на краях частотного интервала. Форма спектра изменяется лишь в местах изменения амплитуд гармоник. Однако это приводит к обязательному изменению всей формы спектра, рассчитываемого с помощью разложений Фурье.

4) Максимальная частота гармоник в спектрах КСО и ПСО. Пусть 
[image: image132.wmf]f

 частота некоторой гармоники 
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дискретного сигнала 
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, состоящего из 
[image: image135.wmf]N

 отсчётов на интервале 
[image: image136.wmf]]

,

[

T

0

. Запишем  первое слагаемое (для второго слагаемого рассуждения те же) в виде 
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где целая часть числа 
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. То есть, если в непрерывном сигнале присутствуют гармоники с большими частотами, то в результате его дискретизации происходит преобразование таких гармоник, Таким образом, во избежании потерь информации о сигнале,  допустимые частоты  его гармоник должны находиться в интервале 
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(4.10)

если не учитывать отдельно симметричные гармоники из правой половины основного частотного диапазона. Причем при увеличении длительности 
[image: image141.wmf]T

 сигнала, но постоянном числе отсчётов 
[image: image142.wmf]N

, частотный интервал сужается. При увеличении 
[image: image143.wmf]N

 и при постоянном 
[image: image144.wmf]T

 напротив происходит увеличение максимально допустимой частоты гармоник. При фиксированном соотношении между этими параметрами частотный диапазон не изменяется.

5) Условия определения (разрешения) гармоник отрезка процесса. Использование спектра ПСО позволяет определять (разрешать) гармоники отрезка непрерывного колебательного процесса, различающиеся по частоте на любую предельно малую величину. Действительно, пусть в отсчетах дискретного колебательного процесса с шириной спектра (4.10) отсутствуют шумовая составляющая и ошибки счета. Тогда использование спектра ПСО при соответствующем 
[image: image145.wmf]K

 и фиксированном 
[image: image146.wmf]N

 позволяет определять (разрешать) гармоники процесса, различающиеся по частоте на любую предельно малую величину, в том числе меньшую, чем 
[image: image147.wmf]T
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. В остальных случаях ошибка приближения 
[image: image148.wmf]d

 и следовательно разрешение гармоник в спектре КСО будет зависеть только от величины помеховых воздействий. При других способах определения спектра разрешающая способность хуже, чем 
[image: image149.wmf]T
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.

6) Точность расчета КСО сигнала. На точность определения спектра большее влияние оказывают значения частот и их распределение в заданном интервале, чем значения их амплитуд и фаз. Например, изменение значения частоты гармоники в 5-м знаке оказывает на КСО такое же влияние, как изменение амплитуды и фазы в 3-м знаке. То есть КСО очень чувствителен к значениям частот гармоник, составляющих отрезок процесса, особенно если они близки друг к другу. 

Следует отметить, что существенным недостатком спектра КСО в общем случае при 
[image: image150.wmf]0
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 является изменение распределения гармоник на оси частот и значений их амплитуд при изменении задаваемого 
[image: image151.wmf]K

, при добавлении или вычитании из исходного сигнала какой либо гармоники (после повторного пересчета КСО). И только при 
[image: image152.wmf]0
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 исключение или добавление в спектр КСО одной гармоники не приведет к изменению параметров, положения на частотной оси и огибающей остальных гармоник.

7) Неоднозначность определения КСО в зависимости от соотношения числа гармоник и отсчётов сигнала. Это свойство, отмеченное в п.3.2 для дискретизованных сигналов, здесь рассмотрим подробнее.
A) Предположим, что исходный сигнал 
[image: image153.wmf])
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 (1.6), состоящий из 
[image: image154.wmf]K
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 гармоник и постоянной составляющей, при расчете КСО аппроксимируется суммой из 
[image: image155.wmf]K

 гармоник и постоянной составляющей. Пусть имеет место 
[image: image156.wmf]N
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. То есть, неизвестных параметров не больше исходных данных. Тогда при определении спектра КСО сигнала возможны следующие исходы:

- Если 
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- Если 
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- Если 
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, то решение единственное и 
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Если же сигнал не чисто гармонический, то в общем случае будет рассчитан единственный КСО с ошибкой 
[image: image163.wmf]0
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, уменьшающейся при росте 
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 от 1 до 
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B) Пусть сигнал также состоит из 
[image: image166.wmf]K
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 гармоник и постоянной составляющей. При расчете КСО он аппроксимируется суммой из 
[image: image167.wmf]K

 гармоник и постоянной составляющей и имеет место 
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, 
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, где 
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 четное. Здесь неизвестных больше, чем исходных данных. В этом случае имеем:

- Если 
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, то решений множество и 
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- Если 
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[image: image174.wmf]0

=

d

;

- Если 
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, то решений множество и 
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, но в особых случаях возможен единственный вариант с 
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Если сигнал не чисто гармонический, то в некоторых случаях будет найден единственный спектр ПСО (сигнал будет воспринят как состоящий из набора гармоник). В других случаях можно рассчитать только его КСО с ошибкой 
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, уменьшающейся при росте 
[image: image179.wmf]K
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C) Если количество гармоник в рассчитываемом спектре КСО того же сигнала максимально 
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, что соответствует количеству неизвестных 
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, то в соответствии со свойством 1 п.5.1 имеет место следующее:
- Если 
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, то решений множество и 
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- Если 
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- Если 
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То есть во всех этих случаях будет рассчитан один из множества спектров ПСО, среди которых получаемый с применением ДПФ.
Влияние вида сигнала, соотношения его длительности 
[image: image188.wmf]N

 и числа как аппроксимирующих 
[image: image189.wmf]K

, так и содержащихся в сигнале гармоник 
[image: image190.wmf]K
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, на результаты расчета спектров КСО и ПСО требует дальнейшего исследования. Однако, при расчете спектров КСО и ПСО для конкретных сигналов подбор оптимального соотношения будет более понятным и простым.


4.3. О вейвлет-аппроксимации

Если сигнал (случай 1) по природе состоит из линейной комбинации выбранных вейвлет-функций, то соответствующая аппроксимация ими будет наиболее эффективной (минимальный набор функций при заданной ошибке аппроксимации). При этом будет построен вейвлет-спектр сигнала. Но если сигнал (случай 2) по природе состоит из суммы гармоник, то эффективной будет аппроксимация синусоидами (в общем случае неортогональными). Построенный спектр будет с конечным (КСО-спектр) или счетным (ПСО-спектр) числом составляющих. Если сигнал есть отрезок нестационарного процесса, то в обоих случаях 1 и 2 должен определяться текущий (по времени) спектр. Если наборы поменять местами, то ни в 1-м ни во 2-м случаях аппроксимация не будет эффективной. Оба полученных спектра будут широкими и непрерывными.

 Следует отметить, что представление сигнала рядом или интегралом Фурье с использованием ортогонального базиса ни в том ни в другом случае не будет эффективным за исключением особых сигналов.

Таким образом, выбор аппроксимирующих функций существенным образом зависит от класса исследуемых сигналов. Поэтому нецелесообразно любые сигналы аппроксимировать именно вейвлет-функциями. Необходимо предварительно провести исследование формы сигнала. Выбор вейвлетов, наиболее подходящих для анализа конкретных сигналов, представляет собой скорее искусство, чем рутинную процедуру. 

Известно, что вейвлет-анализ возник при обработке записей сейсмодатчиков в нефтеразведке. В этих случаях анализируемые сигналы геолокации имеют особое строение - последовательность остроконечных импульсов (похожее на вертикальный срез гряды горных хребтов). Для аппроксимации таких сигналов с острыми всплесками (и например записей из кардиограммы сердца и т. д.) подходят традиционные наборы вейвлет-функций. Но при анализе колебательных процессов (то есть сигналов с частотным заполнением: музыка, речь, акустические сигналы, радиосигналы...) или их отрезков наиболее подходящей будет гармоническая аппроксимация. 

Аппроксимации огибающей процессов это другая самостоятельная задача. При выборе метода следует учитывать уже свойства огибающей.

Если в качестве базиса вейвлет-функций взять отрезки синусоид  и если эти отрезки выбраны не обязательно ортогональными на заданном временном интервале, то вейвлет-аппроксимация анализируемого сигнала будет аналогична предлагаемой гармонической аппроксимации на основе КСО- и ПСО-спектров.
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