
Глава 2. Известные способы определения гармонического 

спектра короткого сигнала
В настоящее время известно несколько аналитических способов определения параметров гармоник короткого для сигнала случаев, когда их результаты характеризуют спектр некоторого процесса, содержащего в себе исследуемый сигнал. Будем считать, что таких способов три. Это представление апериодического процесса интегралом Фурье, разложение периодического процесса в ряд Фурье и разложение конечной последовательности отсчетов в ряд с использованием дискретного преобразования Фурье (ДПФ). Для приближенного определения спектра короткого сигнала можно использовать также известный способ разложения действительной функции с ограниченной вариацией на ряд гармонических слагаемых и апериодическую компоненту. Кроме того, если априорно известно, что отрезок процесса состоит только из гармонических составляющих, то возможен точный расчет их параметров с использованием варианта метода линейного предсказания (Прони).

Рассмотрим эти методы подробнее. В связи с трудностью и громоздкостью получения количественных оценок, будем при их сравнении использовать в основном качественные характеристики. 


2.1. Отрезок  непрерывного бесконечного  процесса
В случае возможности представления апериодического процесса, содержащего отрезок 
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 длительностью 
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, сходящимся интегралом Фурье
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его спектр определяется двумя непрерывными функциями частоты:
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Следует полагать, что параметры (2.2) как функциональные зависимости удовлетворяют условию минимума функционала 


[image: image6.wmf](

)

[

]

dt

b

a

t

y

t

x

T

T

ò

-

0

2

1

(.))

(.),

,

(


по всевозможным видам этих зависимостей. То есть мерой точности расчета спектра является интегральное среднее квадратичное расстояние между 
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Составляющими полученного спектра (2.2) является несчетное множество (континуум) ортогональных гармоник на интервале частот 
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. Если аппроксимировать 
[image: image10.wmf])

(

t

x

 дискретной последовательностью и интегралы заменить соответствующими суммами, то спектр получится дискретным со счетным количеством составляющих.
Интегрирование в конечных пределах времени означает, что сигнал имеет ограниченную длительность либо анализатор спектра работает конечное время. В таком случае оценка спектра (2.2) будет изменяться при изменении длины и положения интервала 
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, даже для отрезка стационарного колебательного процесса (1.23). То есть, получаемые результаты обусловливаются не только характеристиками приемного устройства, но и временем его работы или длительностью сигнала. Поэтому, применяя данный способ к нашей задаче, нельзя определенно ответить на такой вопрос. Сколько и какие гармоники из (2.2) наиболее представительны, то есть реально образуют отрезок процесса 
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 (в виде импульса без боковых граней)? Действительно по определению, рассчитанный спектр (2.2) характеризует бесконечный процесс, который принимает нулевые значения везде на интервале 
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, где он совпадает с отрезком 
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. То есть, гармоники, входящие в (2.2), особенно высокочастотные, обеспечивают формирование процесса бесконечной длительности: генерацию процесса нулевого уровня, переход в точке 0 на уровень начала отрезка 
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, воспроизведение сигнала 
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 и далее возврат в точке 
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опять на нулевой уровень и его поддержание. Поэтому следует считать, что спектр (2.2) как характеристика короткого сигнала является значительно избыточным. Особенно, если сигнал состоит только из конечного набора гармоник. Такой спектр не столько характеризует отрезок процесса, сколько должен определять частотную характеристику согласованного фильтра, то есть аналогового устройства, предназначенного для приема и обработки апериодического процесса, в данном случае импульса с огибающей 
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. Увеличение интервала 
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 приближает спектр к некоторому предельному, но принципиальных изменений в оценку спектра отрезка не вносит. Это накладывает определенные ограничения на возможность использования такого алгоритма расчета спектра.

Существует правило, что для определения спектра отрезка процесса более близкого к реальному (например для процесса (1.21) это спектр (1.22)) следует использовать временную оконную (выделяющую) функцию 
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, позволяющую уменьшить амплитуды высокочастотных составляющих на краях (двухстороннего) спектра. В этом случае вместо (2.2) используются
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То есть, сигнал 
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 подменяется  сигналом 
[image: image25.wmf])

(

)

(

t

x

t

v

. Причем, для эффективного решения каждой задачи гармонического анализа требуется конструирование своей оптимальной оконной функции. Однако это можно сделать в том случае, когда известны истинные значения частот гармоник отрезка процесса. А это возврат к исходной постановке задачи, то есть процесс ее решения становится циклическим.


2.2. Отрезок  непрерывного  периодического процесса
Если периодический процесс, одним периодом которого является отрезок 
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, аппроксимировать рядом Фурье
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состоящим из множества ортогональных гармоник с квадратурными составляющими амплитуд
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где
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 - круговая частота, то они будут составлять его спектр. Он получится линейчатым, состоящим из множества линий, отстоящих друг от друга на 
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 по частоте.

Здесь по аналогии с п.2.1 параметры (2.5) могут быть получены путем минимизации интеграла (3.5) (если 
[image: image33.wmf]¥

=

K

) по всевозможным видам этих параметров как функций. То есть мерой точности расчета спектра является интегральное среднее квадратичное расстояние между 
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 значения (2.5) совпадают (с точностью до постоянного множителя) со значениями (2.2) непрерывной спектральной плотности.

В данном случае по такому спектру, представляющему собой счетное, но бесконечное число равноотстоящих по частоте гармоник, также трудно судить о реальном спектре рассматриваемого отрезка процесса. Спектр (2.5) определяет функцию, существующую на 
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 и совпадающую с 
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Если 
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, то имеет место явление Гиббса - дефект сходимости ряда (2.4) к 
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 вблизи точек разрыва, в данном случае на концах временного интервала. В этих точках значения функций 
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 будут отличаться  [7] примерно на величину 
[image: image45.wmf]|

)

(

)

(

|

.

0

18

0

x

T

x

-

.

Рассмотренный спектр также слишком избыточен, чтобы характеризовать короткий дискретный сигнал. Это особенно очевидно, если рассматривать сигнал, состоящий из конечного набора гармоник. Но такой спектр может использоваться для определения частотной характеристики устройства, настроенного на прием последовательности сигналов 
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. Как и в предыдущем случае (п.2.1) предполагается, что применение оконной функции при расчете (2.5) приблизит к некоему реальному рассчитанный спектр отрезка 
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. Существует много различных оконных функций, используемых для решения задач спектрального анализа. Наиболее целесообразным считается конструирование оптимальной оконной функции для конкретной задачи, а не выбор одной из числа известных.


2.3. Отрезок  периодической  дискретной  последовательности

Если рассматривать бесконечный периодический дискретный процесс, один период которого есть сигнал 
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 (1.2), состоящий из 
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 отсчётов, то представляя процесс коротким рядом Фурье (обратное ДПФ), имеем
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Совокупность значений,
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определяемых прямым ДПФ, можно считать дискретным спектром сигнала. В этом случае, как в п.2.2, спектр является линейчатым, однако состоит из 
[image: image55.wmf]N

 ортогональных равноотстоящих по частоте гармоник с параметрами (2.7). Если задана длительность 
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 отрезка последовательности, то 
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 будет круговая частота k-й гармоники. Причем независимые частоты, не считая нулевой, будут только первые 
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Следует отметить, что (2.7) это взятые в частотах 
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 отсчёты непрерывного спектра Фурье [6] сигнала 
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Восстановленные по этому спектру значения процесса будут равны
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и совпадают с (2.6). Однако если использовать (2.6) и (2.9) для интерполяции в промежуточных точках или экстраполяции за пределами 
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 разница уменьшается.

По аналогии с п.2.1 и п.2.2 можно заключить, что параметры (2.7) получаются исходя из условия минимума суммы, аналогичной (3.6) (где 
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) по всевозможным выражениям для этих параметров. То есть мерой оценки точности определения спектра является среднее квадратичное расстояние между набором 
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 и аппроксимирующей последовательностью 
[image: image70.wmf]}

{

n

y

.

Полученный спектр определяет исходный процесс как бесконечную периодическую последовательность значений, каждый из периодов которой совпадает с совокупностью отсчетов 
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. То есть, спектр (2.7) определяет не только заданные значения отрезка процесса, но и их периодическое продолжение. В данном случае этот спектр, как и в первых двух способах, несколько избыточен. Он больше пригоден для задания характеристик соответствующего цифрового приемного устройства. Для уменьшения боковых лепестков амплитудно-частотной характеристики гребенки фильтров устройства возможно использование дискретной временной выделяющей функции, на которую множится входная последовательность. В результате более реальным станет определяемый дискретный спектр, но сужение его главного лепестка все равно не произойдет.

2.4. Разложение действительной функции на гармонические 


слагаемые и апериодическую  компоненту

В теории случайных процессов известен следующий результат [2]. Пусть 
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 действительная функция с ограниченной вариацией, в каждом конечном интервале имеющая конечный средний квадрат (среднюю мощность). Тогда эта функция может быть представлена почти всюду как сумма ее среднего значения, периодических слагаемых и апериодической компоненты:



[image: image73.wmf])

(

)

cos

cos

(

)

(

t

W

t

B

t

A

A

t

x

k

k

k

k

k

+

+

+

=

å

¥

=

1

0

w

w

,   где
(2.10)
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Причем
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Значения параметров (2.11) отличны от 0 только для  
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 - гармонические составляющие не накладывается требование  взаимной ортогональности. Значения (2.11) и выражения (2.12) можно назвать параметрами спектра Фурье сигнала 
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Изложенное выше дает возможность приближенно решать задачу определения дискретного спектра отрезка процесса. Действительно, имея на достаточно длинном, но конечном временном интервале 
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и различение гармоник будет тем лучше, чем длиннее отрезок 
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, чем меньше содержащихся в нем гармоник и чем дальше на частотной оси они расположены друг от друга.
Если амплитуду
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гармоники рассчитать для всех 
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, то получится график, состоящий из серии положительных импульсов. И чем сильнее проявляется упомянутое свойство повышения точности, тем уже будут импульсы. Поэтому в пределе получится линейчатый спектр сигнала 
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Исходя из этого, может быть предложен следующий  способ решения поставленной задачи для конечного 
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 и опять рассчитываются параметры (2.11). И так далее до получения необходимой точности.
Если стоит задача выделения из спектра заданного числа основных гармоник, по крайней мере конечного, то они отбираются путем определения наибольших значений амплитуд (2.14) среди всех локальных максимумов.

Может возникнуть потребность в подтверждении наличия в отрезке 
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 определенной гармоники, если известна приблизительно ее частота 
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определяются значения ее параметров. Затем по выражению для среднеквадратичного расстояния
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рассчитанного для 
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 и для соседних известных частот 
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Если отрезок 
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 относительная частота.

2.5. Гармоническое разложение сигнала по методу линейного предсказания  (Прони)

Существует способ [2] представления определенного класса функций 
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 отсчётами на ограниченном временном интервале, суммой из 
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 необязательно ортогональных гармоник 
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основанный на обобщенном методе Прони, при условии, что 
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определяются по заданной выборке с равноотстоящими отсчётами 
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. Для этого сначала составляются специальные суммы из указанных параметров и подобранных пар отсчётов:
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Далее, для каждого  
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 составляется система уравнений
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Каждая из систем состоит из 
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 линейных уравнений. Если считать выражения в квадратных скобках неизвестными, количество которых 
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получим из 
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где 
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Поскольку 
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которая далее минимизируется по вспомогательным параметрам (2.25) путем приравнивания нулю частных производных:
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Поскольку из (2.24) следует, что любая гармоника функции 
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 должна являться корнем одного и того же тригонометрического уравнения степени 
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, то по найденным коэффициентам (2.25) можно составить и решить это уравнение
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Полученные корни 
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, принимаются за частоты гармонических составляющих отрезка функции 
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. Далее параметры найденных частот - амплитуды из (2.20) определяются с использованием метода наименьших квадратов. Для этого соответствующее выражение
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минимизируется по каждому параметру из 
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 с учетом найденных частот 
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Наконец, по ранее рассчитанным множителям (2.25) и отсчетам  
[image: image192.wmf]}

{

n

x

 можно вычислить суммарное значение (2.26) ошибок, в котором учтен весь «мусор», то есть всевозможные ошибки метода, расчета по нему и погрешности измерения отсчетов. Но эти ошибки, которые априорно должны быть малы (для правильного решения задачи), лишь косвенно могут характеризовать точность определения спектра функции 
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, поскольку минимизируемая форма (2.26) не зависит линейно или квадратично ни от расстояния (2.29) между 
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 и 
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 ни от других значимых и важных погрешностей.

Если размер выборки 
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, то задача упрощается и вместо систем (2.23) и (2.27) получается одна система из 
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 линейных уравнений относительно 
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 неизвестных  
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То есть значения ошибок (2.22) заведомо полагаются равными 0. Однако в этом случае, из-за отсутствия избыточности информации (малом соотношении между количеством отсчётов 
[image: image201.wmf]N

 функции 
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 и числом отыскиваемых гармоник 
[image: image203.wmf]K

) возможные погрешности в значениях отсчетов, шумовые составляющие и ошибки счета не усреднятся, а приведут к искажениям значений (2.20) и функции (2.19).

Тем не менее, результаты, получаемые по рассмотренному методу Прони, свободны от недостатков, присущих первым трем из п.2.1-п.2.3. Здесь за пределами 
[image: image204.wmf]]
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 поведение функции (2.19), которую можно воспроизвести по параметрам гармоник (2.20), ничем априорно не предопределяется. То есть, множество отсчётов функции 
[image: image205.wmf])
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 участвует посредством рассчитанных параметров (2.20) только в формировании «крыши» аппроксимирующей функции (2.19) и только на интервале 
[image: image206.wmf]]
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2.5.2. Основные недостатки метода  Прони

Метод Прони, казалось бы решающий поставленную задачу, обладает следующими существенными недостатками, вытекающими из способа определения гармоник. 

1) Требование представления функции суммой гармонических составляющих. В [2] подчеркивается, что метод применим при условии, если анализируемая функция 
[image: image207.wmf])
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 априорно состоит только из гармонических составляющих. Причем, не допускается наличие в составе сигнала гармоники с нулевой частотой – постоянной составляющей. Если в функции нет периодических компонент, то применять данный метод вообще нельзя, поскольку даже приближенное решение не будет найдено. Поставленное условие вытекает из свойства 1 п.4.2 о невозможности точной аппроксимации гармониками некоторых функций, даже при 
[image: image208.wmf]N
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. Поэтому, точность рассматриваемого метода Прони тем выше, чем ближе функция 
[image: image209.wmf])
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 к сумме гармоник.

2) Трудности определения гармоник функции в случае зашумленности ее отсчетов. При соблюдении предыдущего основного требования на применимость метода, но при небольших искажениях отсчетов функции 
[image: image210.wmf])
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, или при сложении ее с шумом даже малого уровня (например, гауссовского с дисперсией в 0.001 от амплитуд гармоник) результаты аппроксимации ее суммой (2.19) могут быть непредсказуемыми. Особенно это будет заметно при 
[image: image211.wmf]K
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, приближающемся (слева) к 
[image: image212.wmf]N

, и значительно отличающихся друг от друга амплитудах гармоник. В частности, в результате решения задачи количество выявленных гармоник по сравнению с истинным может измениться. При решении уравнения (2.28) некоторые гармоники могут пропасть, другие наоборот появиться, параметры некоторых могут исказиться. Число действительных корней может получиться меньше 
[image: image213.wmf]K

.

3) Трудности определения гармоник функции при не известном их количестве. Если количество гармоник заранее неизвестно, но в (2.19) оно задается не совпадающим с истинным, то также могут быть неприемлемые результаты. Особенно это произойдёт при наложении помех на сигнал. Пропадут или появятся дополнительные гармоники, изменятся их параметры. Пусть, например, отрезок процесса 
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 состоит из полезного сигнала 
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 с 
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 гармониками и шума 
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 значительного уровня. Тогда решение уравнения (2.28) для такого 
[image: image218.wmf]K

 может определить меньшее количество действительных частот. Это означает, что гармоники с малыми амплитудами не выделятся алгоритмом из шума и будут считаться составляющими шума или соседних гармоник. Чтобы получить параметры всех гармоник необходимо задавать значение 
[image: image219.wmf]K

 большее, чем истинное. Однако, тогда могут проявиться  недостатки метода другого свойства. 

4) Недостатки метода, как метода линейного предсказания. Этот метод имеет уменьшающуюся эффективность (точность, разрешающую способность) при обработке отрезка процесса, если частоты его гармоник отдаляются от равномерной сетки частот
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Это особенно проявляется при наличии в сигнале 
[image: image222.wmf])
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 шумовой составляющей. Следует отметить, что такая сетка является прореженной в 
[image: image223.wmf])
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 раз сеткой частот, образующейся при разложении периодической дискретной последовательности длиною 
[image: image224.wmf]N

 в ряд по ортогональным гармоникам с использованием ДПФ. Причем, если частоты расположены в узлах сетки, то результаты, полученные по методу Прони, совпадут с ДПФ сигнала 
[image: image225.wmf])
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Перечисленные недостатки метода Прони объясняются методическими приемами, сказывающимися отрицательно при обработке зашумленных отсчётов процесса 
[image: image226.wmf])
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. Метод плохо работает, если достаточно четко выражено свойство процесса, что 
[image: image227.wmf]1
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 последовательных отсчета процесса связаны друг с другом линейной зависимостью.
Далее, в этом методе вообще не используется критерий (1.9) оценки точности параметров спектра или близости суммы 
[image: image228.wmf])
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 к 
[image: image229.wmf])

(

t

x

 с использованием выражений, аналогичных (2.29). Ошибки (2.20) метода характеризуют ошибку линейного предсказания отсчетов функции. Тогда как при решении задачи, поставленной в данной работе, необходимо оценивать ошибку аппроксимации сигнала или ошибку расчета параметров его гармоник. Действительно, отсчеты процесса таким образом учитываются при построении (2.26), что их аддитивные шумовые составляющие входят в соотношения для ошибок (2.23) суммарно со значениями отсчетов и попарно с ними с различными весовыми коэффициентами. Поэтому искажение отсчетов, шум и ошибки счета часто непредсказуемо могут повлиять на систему (2.23) и далее на коэффициенты уравнения (2.28) и, следовательно, на количество определенных гармоник и значения их частот.
В связи с перечисленными недостатками метод линейного предсказания (обобщенного метода Прони) не всегда может быть применен для обработки искаженных сигналов. Однако, он достаточно эффективен при обнаружении широкополосных сигналов в канале связи с узкополосными помехами, когда амплитуды гармоник (помех) намного больше дисперсии шума (сигнала).


2.6. Выводы

Рассматривая возможность представления спектра коротких процессов по первым трем вариантам, рассмотренным выше, можно подчеркнуть следующее. Если с линии (канала) связи принимается одиночный непрерывный сигнал, то есть импульсный, то соответствующее оптимальное анализирующее устройство в качестве характеристики сигнала может выдать непрерывный спектр Фурье (2.2). Если сигнал поступает на вход как элемент периодического процесса, тогда анализирующее устройство выдаст линейчатый (дискретный) спектр Фурье (2.5). Если же сигнал поступает в виде конечной последовательности отсчетов и является составной частью периодического дискретного по времени процесса, то анализирующее устройство выдаст дискретный спектр Фурье (2.7). В четвертом случае достаточно длинный сигнал будет разложен на ряд гармонических слагаемых и апериодическую компоненту. При этом спектр сигнала будет представлен в виде счетного числа гармоник ряда и несчетного числа гармоник (с малыми амплитудами) непрерывного спектра апериодической функции. В пятом случае при особой форме входного сигнала, анализирующее устройство выдаст параметры (2.20) всех гармоник, составляющих сигнал.

Первые четыре из упомянутых методов не достаточно эффективны для решения поставленной в данной работе задачи. Они мало пригодны при анализе слишком коротких сигналов 
[image: image230.wmf])
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 по причине отрицательных особенностей получаемых спектров, проявляющихся в частности из-за разрывов непрерывности на концах сигнала. Одним из парадоксов этих спектральных разложений является то, что процесс 
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, существующий на конечном интервале 
[image: image232.wmf]]
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, разлагается на гармонические составляющие, начинающиеся от 
[image: image233.wmf]¥
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 и заканчивающиеся в 
[image: image234.wmf]¥
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, то есть до начала и после конца процесса. Кроме того, ни один из них не может обеспечить приемлемого значения ошибки аппроксимации коротких сигналов ограниченным набором гармоник.

Причиной тому является разного типа и степень избыточности спектра, порожденной различным описанием спектрального состава коротких сигналов. Это особенно наглядно проявляется на примере колебательного сигнала (1.21). Очевидно, что избыточность непрерывного спектра (2.2) более высокая, чем счетного спектра (2.5). Если сигнал представить последовательностью отсчётов 
[image: image235.wmf]}
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, то спектры (2.5) и преобразованный (2.2) совпадут с ограниченным спектром (2.7) по методу ДПФ и их избыточность также сравняется.
Таким образом, при анализе в качестве исходного одного и того же отрезка процесса 
[image: image236.wmf])
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, но с применением указанных пяти методов расчета, получаются различные виды представления функции 
[image: image237.wmf])
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, аппроксимирующей сигнал 
[image: image238.wmf])

(

t

x

, и соответственно различные спектры с различным набором частот. И  неясно, какой из них более объективно характеризует процесс и может быть рекомендован для использования в качестве правильного и оптимального. Поэтому можно заключить, что в настоящее время не введено, не принято и не употребляется однозначно определяемое понятие спектра отрезка процесса ограниченной длительности, то есть короткого (финитного) сигнала.
Введению в рассмотрение и исследованию нового, отличного от рассмотренных выше, типа спектрального разложения коротких сигналов и изложению способов его расчета посвящены следующие главы.
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